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aplicaliile cunoscute de toati lumea, precum Google Maps, cu greu

ne oferl cel mai rapid traseu, dar existi ;i alte platforme care opti-

mizeazd alte tipuri de criterii. De fapt, concepte precum maximizarea

calite$i estetice - care pot suna vag gi abstract - sunt cercetate in
prezent de oameni de gtiinl5 din departamentele de inovare ale cen-

trelor tehnologice precum Google sau Nokia Bell Labs, unde incearcl
si dezvolte softuri care si rdspundd la intrebiri precum: in oragul

meu, ce ruti ar trebui sI aleg ca si merg de la A la B pentru a [i) fi
expus la cel mai redus zgomot de mediu; [ii) pentru a fi expus la mai

pulini poluare 9i pentru a respira mai mult aer curat; [iii) pentru a

md bucura de o arhitecturd de calitate superioard etc.?

Prin urmare, matematic am putea spune ci o problemi de op-

timizare poate fi formulati astfel: <Din mullimea de posibilitili O,

gisegte-o pe aceea care MINIMIZEAZA criteriul C>>, sau

min, e o C[x)

Cititorul trebuie sI observe cd, in cazul in care ceea ce ne dorim

este a maximiza in loc de a minimiza funclia noastrd obiectiv C, tre-
buie doar si punem un,,minus" formulei anterioare, deoarece a maxi-

miza C este echivalent din punct de vedere matematic cu a minimiza

-C (ca;i cum.am spune cI cel mai bogat este cel mai pulin sdrac). in
aceaste carte vom folosi alternativ minimizarea sau maximizarea ca

formi canonici de optimizare, in funclie de context. in exemplul con-

cret pe care il analizdm, O este domeniul tuturor rutelor posibile care

leagd Madridul de Pirineii catalani, iar C este criteriul ales. Dac5, de

exemplu, definim C ca ,,timp estimat al traseului", atunci dat fiind un

element x al domeniului O [o rutd care une$te Madridul de Pirinei),

C[x) indici un numir real pozitiv [timpul estimat pentru parcurgerea

acelei rute, si zicem, in ore).

Solulia optimi, pe care o putem denumi X6p6, €Ste aceea pentru

care C(xoo) < C[x), pentru toate acele elemente x e f) diferite de xory.

Cum gisim xor6? Astfel, direct, o strategie de forli brutd ar putea fi: ei

1B 0ptimlzarea matematica
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o ramure a matematicii aplicate care se ocupi de formularea in modul

cel mai general gi mai abstract posibil a problemei pe care tocmai

am descris-o, precum gi de proiectarea metodelor care si ne ajute si
gdsim solufia opdme. DupI cum vom vedea in capitolele urmdtoare,

existS o intreaga taxonomie a tipurilor de probleme de optimizare,

suficient de mare incAt si fie necesar sf, se elaboreze diferite teo-

rii gi instrumente de calcul pentru a aborda fiecare dintre tipuri.

in special, relineli cI pentru a defini o probleml de optimizare

trebuie si descriem:

o

a

a

Spaliu de solulii O: acest spaliu poate fi discret sau continuu'

Elementele x e O pot fi scalare [numere) binare, intregi sau reale,

vectori de dimensiune finitf, sau dimensiune infiniti, sau chiar func-

lii [calculul varialiilorJ sau ecua]ii (ca in cazul controlului optim).

Funcfie de cost C[x): poate fi o funclie continul sau discreti,

diferenliabil5 sau nu, de una sau mai multe dimensiuni. in aplica-

lii precum inteligenla artificial5, existl sisteme in care funclia de

cost poate avea o dimensiune foarte mare [milioane)'
Restriclii suplimentare: pot fi egaliteli sau inegalitSli sau condilii

care, in general, reduc spaliul pentru solulii fezabile'

Fiecare tip de problemd de optimizare, aga cum vom vedea, este

asociat cu un tip de caracteristici pentru spaliul O, funclia de cost

C[x) 9i restricfiile suplimentare. in funcgie de caz, ne vom intAlni cu

domenii precum programarea liniard, optimizarea combinatorie,

calculul varialiilor, controlul optim... Fiecare dintre aceste categorii

este rodul muncii combinate a unui numdr mare de oameni de gtiinla

din ultimele secole. in unele cazuri existi metode matematice care

oferi solulia exactd [metode analiticeJ sau existl algoritmi care cal-

culeazi optimul intr-un numlr de pa;i. Pentru multe alte cazuri nu

existi metode exacte care sd gf,seasca optimul 9i va trebui si recur-

gem la algoritmi euristici care propun strategii de cSutare inteligente.

20 0ptimizarea matematicd
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desenali doud puncte gi incercali si trasali o linie care si uneasci cele

doud puncte. Este posibil si trasali linia firi ca aceasta si iasi din
carton? Daci este posibil, desenali din nou doui puncte diferite. De

data aceasta, ali putut si le unili cu o linie dreapti? Mai general,luAnd

oricare doud puncte pe acel carton, credeli ci linia care le une$te va

fi intotdeauna trasatd in interiorul cartonului? Daci da, cartonul pe

care l-a1i construit se nume$te,,domeniu convex".

intr-un mod mai riguros, un domeniu de elemente O este convex

dac5, pentru orice pereche de elemente [x, x') din domeniu, toate
punctele segmentului care unegte x cu x' sunt, la rAndul lo(, elemente

ale domeniului C) . Dimpotrivd, in cazul in care existi cel pulin doud

elemente ale unui domeniu a clror linie de unire conline un punct

extern domeniului [adici dacl la un moment dat iese in afara contu-

rului), atunci domeniul este neconvex.

Funcfie convexi. Existd o proprietate de convexitate asociatl func-

liilor. in limbaj colocvial, vom spune ci o funclie este convexd daci,
pentru oricare doui puncte [x, x'), curba care reprezinti acea func-

lie evaluati intre x gi x' rdmAne mereu sub segmentul care unette
valoarea funcliei in puncte. Matematic vorbind, acest lucru este

exprimat dupe cum urmeaz5: sI definim un parametru auxiliar
r e [0,1]. Expresia [1 - t)x + fx' se spune cd interpoleazd liniar x gi x' ,

intrucAt pentru t = 0 acea expresie se reduce la x, pentru f = 1 expre-

sia ia valoarea x' , iar pentru orice valoare a lui f intre 0 gi 1, expresia

reprezinti coordonata unui punct de pe segmentul fx, x').Ei bine, o

funclie/[x) este definitd drept convexi daci pentru fiecare pereche

de puncte x, x' ;i pentru f e [0,1] se indeplinegte

11.-t)x+*') s (1.-t)f (x)+tf (x')
striLra te cu rlla intre I [x] si I [x'J s egment care un€9tc / [x) cu / (x']

24 0ptimizarea matematice
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putea gdsi un punct in spaliu care si fie cel pulin un minim local al

funcliei obiectiv adici intr-un mediu restrAns al acelui punct funclia
obiectiv si fie minimi, vom putea garanta ci acel punct este solulia
la problema noastrl firi si fie nevoie sd verificlm daci existi alte

minime locale.

Celilalt grup mare de probleme, in care fie funclia de minimizat

nu este convexi, fie spaliul de ciutare nu este convex, se alituri pro-

blemelor de optimizare neconvexe. in aceasti clas5, in general, funclia

de cost poate avea multiple minime locale. Astfel, a priori nu se poate

garanta care va fi minimul global [solu]ia problemei) decAt daci se

pot gisi in mod sistematic toate minimele locale, pentru a compara

apoi care dintre ele este cel mai mic.

in secliunile urmitoare vom enumera si discuta cele mai impor-

tante clase de probleme de optimizare.

Programare liniard

in aceasti primi parte vom formula ceea ce se cunoa$te drept,,pro-

bleme de programare liniari", denumite gi ,,probleme de optimizare

liniari". Cititorul trebuie si gtie ci termenul programare nu trebuie
t

confundat cu un limbaj de programare: sensul in acest context este

sinonim cu optimizare ;i, de fapt, programare mqtematicd esteun si-

nonim oarecum invechit al expresiei optimizare matematicd. intr-o
problemi de programare liniari, funclia de cost C este o funclie lini-
ard (adic5- argumentele sale apar liniar in expresia funcfiei):

C(xr, xr, ..., X*) : crxl* c2x2+...+ cmxm,

unde ct, cz, ..., cm sunt constante. in plus, restricliile pe care le impu-

nem sunt, la rAndul lo4 ecuafii;i inegalitigiliniare. in forma sa ca-

nonici, o probleml clasicd de programare liniard cu m variabile 9i n

restriclii se scrie astfel:

26 0ptimizarea matematica

unde f este un vectot

esteomatrice nxmd
br) este un vector de

inegalitigi liniare (gri
oneazd, spaliul inilial
mitS,,politop convex"

Aceasti clasd de p
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pendent, de contemp
mai tArziu, Kantorovir
pentru Economie. in
George B. Dantzig ave
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EXEMPLUL 1

Sa incepem cU Lr. :

avem doua varlab ;
si ca dorim sd e ma.,

cd sunt non negai,, -
suplimentare asup.a
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