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Capitolul 1

Ce este optimizarea matematica?

Cautati, comparati si, dacd gasiti
ceva mai bun, cumpdrati-1.

(Manuel Luque, detergenti Colon)

Optimizarea inseamna a gasi cea mai buna optiune, dintr-un ansam-
blu de posibilitati, conform unui anumit criteriu. Pentru a explica
despre ce este vorba si pentru a arita modul in care sunt formulate
matematic problemele de optimizare, sd folosim un exemplu.

Maine incepe vacanta si plecam intr-o cilitorie cu masina: ple-
cam din Madrid pentru a ajunge in Pirineii catalani. Cum mergem?
Ce traseu alegem? Aceasta este o problema de optimizare si, in mod
normal, calea optimd va depinde de criteriul pe care dorim si-l opti-
mizam. Poate cd vrem sa ajungem cat mai curdnd posibil, deoarece nu
ne place sa conducem: criteriul nostru de optimizare este timpul (in
special, vrem sa minimizdm timpul). Sau poate ne intereseazi mediul
inconjurator (si buzunarul nostru) si dorim s3 alegem ruta care con-
sumi mai putini benzini. In acest caz, traseul optim nu este neapdrat
cel mai rapid! (consumul de benzina nu creste liniar cu viteza). Dac3,
pe de alta parte, problema este pur economici, probabil ci preferdm
sd economisim cat mai mult pe taxele de drum, fird si ne pese de
timpul necesar pentru a ajunge la destinatie. in cele din urm3, un alt
criteriu ar putea fi alegerea celui mai frumos traseu, acela care ne
ofera cele mai frumoase privelisti: in acest din urma caz, dorim s3
maximizdm calitatea esteticd. De observat, cititorule, ci, in prezent,

Ce este optimizarea matematica?

17



18

aplicatiile cunoscute de toatd lumea, precum Google Maps, cu greu
ne oferd cel mai rapid traseu, dar exista si alte platforme care opti-
mizeazi alte tipuri de criterii. De fapt, concepte precum maximizarea
calititii estetice - care pot suna vag si abstract - sunt cercetate in
prezent de oameni de stiintd din departamentele de inovare ale cen-
trelor tehnologice precum Google sau Nokia Bell Labs, unde incearca
s3 dezvolte softuri care sa rispunda la intrebdri precum: in orasul
meu, ce rutd ar trebui si aleg ca sd merg de la A la B pentru a (i) fi
expus la cel mai redus zgomot de mediu; (ii) pentru a fi expus la mai
putind poluare si pentru a respira mai mult aer curat; (iii) pentru a
ma bucura de o arhitectura de calitate superioara etc.?

Prin urmare, matematic am putea spune cd o problema de op-
timizare poate fi formulata astfel: «Din multimea de posibilitati €2,
gdseste-o pe aceea care MINIMIZEAZA criteriul C», sau

miny, € o C(x).

Cititorul trebuie s3 observe ci, In cazul in care ceea ce ne dorim
este a maximiza in loc de a minimiza functia noastra obiectiv C, tre-
buie doar sd punem un ,minus” formulei anterioare, deoarece a maxi-
miza C este echivalent din punct de vedere matematic cu a minimiza
-C (ca si cum am spune ci cel mai bogat este cel mai putin sdrac). in
aceastd carte vom folosi alternativ minimizarea sau maximizarea ca
form3 canonici de optimizare, in functie de context. In exemplul con-
cret pe care il analizim, Q este domeniul tuturor rutelor posibile care
leagd Madridul de Pirineii catalani, iar C este criteriul ales. Daca, de
exempluy, definim C ca ,timp estimat al traseului”, atunci dat fiind un
element x al domeniului Q (o ruti care uneste Madridul de Pirinei),
C(x) indicd un numar real pozitiv (timpul estimat pentru parcurgerea
acelei rute, sa zicem, in ore).

Solutia optimd, pe care o putem denumi X,y este aceea pentru
care C(xope) < C(x), pentru toate acele elemente x € Q diferite de Xgpt.
Cum gisim x,,? Astfel, direct, o strategie de for{a bruta ar putea fi: ei
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bine, dacd existd putine rute posibile (dacd multimea Q are un cardi-
nal |Q| jos), atunci putem verifica, una cite una, toate rutele posibile,
putem calcula timpul pentru fiecare si o putem alege pe cea mai ra-
pida. Problema fortei brute este ca, atunci cAind numarul traseelor pe
care trebuie sa le verificam este prea mare (matematic, acest lucru se
scrie: |Q2] >> 1), probabil ne va lua prea mult timp pentru a o gisi pe
cea optima. Avem nevoie de un raspuns pini miine!

Si, bineinteles, de la Madrid la Pirinei, privind harta rutier, existi
nenumadrate posibilitati! Dar, atentie, dintr-o loviturd am putea eli-
mina multe dintre ele; de exemplu, cu siguranti nu ne intereseazi
rutele care folosesc drumuri locale sau judetene, ci doar soselele si
autostrazile. Prin aceastd cerinta, ceea ce facem este sa reducem mul-
timea noastri initiali Q la alta, intr-adevir, mai mici. in mod formal,
daca denumim h numarul total de drumuri locale si judetene pe care
le contine o posibila ruts, putem scrie:

miny € o C(x)
dacah=0.

Tocmai am scris o problema clasicd de optimizare cu restrictii.
In exemplul pe care l-am discutat, spatiul Q este discret, adici este
o multime finita de elemente (rutele). Restrictia pe care am impus-o
este ca acele rute care implica drumuri locale si judetene nu vor fi
solutii fezabile. Prin urmare, problema se reduce la gisirea rutei care
necesitd mai putin timp doar dintre cele fezabile.

Existda multe alte probleme de optimizare unde Q nu este un do-
meniu discret, ci este continuu. Poate fi, de asemenea, un domeniu
infinit sau finit, poate avea una sau mai multe dimensiuni, poate fi
masurabil sau nu etc. Criteriul C este denumit in mod obisnuit ,func-
tie de cost” sau ,functie obiectiv”, iar aceasta, la rAndul ei, poate avea
proprietati foarte diferite, in functie de caz. In cele din urmai, posi-
bilele restrictii la care supunem problema de optimizare pot fi de
multe tipuri (egalitati, inegalitati etc.). Optimizarea matematici este
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o ramuri a matematicii aplicate care se ocupa de formularea in modul
cel mai general si mai abstract posibil a problemei pe care tocmai
am descris-o, precum si de proiectarea metodelor care sa ne ajute sa
gisim solutia optim3. Dupd cum vom vedea in capitolele urmatoare,
existi o intreagi taxonomie a tipurilor de probleme de optimizare,
suficient de mare incat sa fie necesar sa se elaboreze diferite teo-
rii si instrumente de calcul pentru a aborda fiecare dintre tipuri.
in special, retineti cd pentru a defini o problemd de optimizare
trebuie sa descriem:

o Spatiu de solutii Q: acest spatiu poate fi discret sau continuu.
Elementele x € Q pot fi scalare (numere) binare, intregi sau reale,
vectori de dimensiune finitd sau dimensiune infinita, sau chiar func-
tii (calculul variatiilor) sau ecuatii (ca in cazul controlului optim).

+ Functie de cost C(x): poate fi o functie continud sau discrets,
diferentiabild sau nu, de una sau mai multe dimensiuni. In aplica-
tii precum inteligenta artificiald, exista sisteme in care functia de
cost poate avea o dimensiune foarte mare (milioane).

+ Restrictii suplimentare: pot fi egalitati sau inegalitati sau conditii
care, in general, reduc spatiul pentru solutii fezabile.

Fiecare tip de problema de optimizare, asa cum vom vedea, este
asociat cu un tip de caracteristicd pentru spatiul Q, funcfia de cost
C(x) si restrictiile suplimentare. in functie de caz, ne vom intalni cu
domenii precum programarea liniard, optimizarea combinatorie,
calculul variatiilor, controlul optim... Fiecare dintre aceste categorii
este rodul muncii combinate a unui numir mare de oameni de stiinta
din ultimele secole. In unele cazuri exista metode matematice care
ofer3 solutia exacti (metode analitice) sau existd algoritmi care cal-
culeazi optimul intr-un numdr de pasi. Pentru multe alte cazuri nu
existi metode exacte care s3 giseascd optimul si va trebui sa recur-
gem la algoritmi euristici care propun strategii de cdutare inteligente.

Optimizarea matematica



In urmitoarele capitole vom invita si clasificim intregul ansamblu
de probleme de optimizare existente, vom intelege cum putem re-
zolva aceste probleme cu diferite tehnici matematice si de simulare
computerizatd si vom explora utilizarea acestor instrumente in sar-
cini foarte diverse, precum simularea de sisteme fizice, inteligenta
artificiala si invatarea automata sau planificarea.

Pregatiti-va, incepem!

Ce este optimizarea matematica? 21



Capitolul 2

Taxonomia problemelor
de optimizare

Optimizare convexa vs. neconvexa

inainte de a incepe, este necesar si definim dou3 concepte care ne
vor fi foarte utile la clasificarea tipurilor de probleme de optimizare:
domeniile si functiile convexe.

Domeniu convex. li vom cere cititorului sa decupeze cu foarfeca o
bucata de carton cu orice forma si sa arunce restul. Pe cartonul rimas,

functie convexa

functie neconvexa

domeniu convex domeniu neconvex

Figura 2. Convexitatea domeniilor si functiilor.

Taxonomia problemelor de aptimizare
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desenati doua puncte siincercati sa trasati o linie care s3 uneasca cele
doua puncte. Este posibil sa trasati linia fara ca aceasta sa iasa din
carton? Daca este posibil, desenati din nou doud puncte diferite. De
data aceasta, ati putut sa le uniti cu o linie dreapta? Mai general, ludnd
oricare doua puncte pe acel carton, credeti ca linia care le uneste va
fi intotdeauna trasata in interiorul cartonului? Daca da, cartonul pe
care l-ati construit se numeste ,domeniu convex”.

intr-un mod mai riguros, un domeniu de elemente Q este convex
daci, pentru orice pereche de elemente (x, x') din domeniu, toate
punctele segmentului care uneste x cu x’ sunt, la rindul lor, elemente
ale domeniului Q . Dimpotrivd, in cazul in care exista cel putin doua
elemente ale unui domeniu a ciror linie de unire contine un punct
extern domeniului (adica daca la un moment dat iese in afara contu-
rului), atunci domeniul este neconvex.

Functie convexa. Existd o proprietate de convexitate asociata func-
tiilor. In limbaj colocvial, vom spune ci o functie este convexa dac,
pentru oricare doui puncte (x, x'), curba care reprezinti acea func-
tie evaluatd intre x si x' riméne mereu sub segmentul care uneste
valoarea functiei in puncte. Matematic vorbind, acest lucru este
exprimat dui)é cum urmeazid: sd definim un parametru auxiliar
t € [0,1]. Expresia (1 - t)x + tx’ se spune ci interpoleazd liniar x si X,
intrucat pentru ¢ = 0 acea expresie se reduce la x, pentru t = 1 expre-
sia ia valoarea X/, iar pentru orice valoare a lui t intre 0 si 1, expresia
reprezintd coordonata unui punct de pe segmentul [x, x']. Ei bine, o
functie f(x) este definitd drept convexa daca pentru fiecare pereche
de puncte x, x' si pentru ¢ € [0,1] se indeplineste

flA-t)x+x) = (A-t)f(x)+tf(x) .

strabate curba intre f (x) si f (x') segment care uneste f(x) cu f(x')

Optimizarea matematica



Ca un comentariu suplimentar, s observe cititorul c3, dacia curba
unei functii Intre doud puncte este sistematic mai mare decit valoa-
rea segmentului care le uneste, functia va fi concavd in loc de convexa.
Daca o functie f(x} este convexd, atunci —f (x) este concava si invers.

Echipati cu aceste notiuni, putem incepe. Prima Intrebare care tre-
buie pusd, atunci cind ne confruntdm cu o problemi de optimizare,
este dacd aceasta problema are una sau mai multe solutii optime. De
exemplu, sa analizdm problema minimizirii unei functii. Este posibil
ca aceastd functie sd aiba minime locale, adicd puncte care sunt mi-
nime la nivel local. n aceste cazuri, gisirea minimului global va fi mai
dificild decat in cazul in care functia are un minim unic.

Matematic vorbind, daca functia obiectiv C de minimizat este
convexd si, In plus, spatiul de cautare Q e un domeniu convex, atunci
problema de optimizare este convexi. Aceastd mare clasi de pro-
bleme are particularitatea de a avea un minim unic, care este, prin
urmare, minimul global. Aceasta inseamni c3, in cazul in care am

Figura 3. Stadnga: exemplu de functie obiectiv Clxy, x2} convexa, cu un singur minim
global. Dreapta: exemplu de functie obiectiv neconvexa, cu o multitudine de minime,
in care gdsirea minimului global este mai dificila.

Taxonomia problemelor de optimizare
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putea gdsi un punct in spatiu care sa fie cel putin un minim local al
functiei obiectiv, adici intr-un mediu restrans al acelui punct functia
obiectiv sa fie minim3, vom putea garanta ca acel punct este solutia
la problema noastra fiari sa fie nevoie sa verificim dacd exista alte
minime locale.

Celalalt grup mare de probleme, in care fie functia de minimizat
nu este convex3, fie spatiul de cautare nu este convex, se alatura pro-
blemelor de optimizare neconvexe. in aceasti clas4, in general, functia
de cost poate avea multiple minime locale. Astfel, a priori nu se poate
garanta care va fi minimul global (solutia problemei) decit daca se
pot gisi in mod sistematic toate minimele locale, pentru a compara
apoi care dintre ele este cel mai mic.

In sectiunile urmitoare vom enumera si discuta cele mai impor-
tante clase de probleme de optimizare.

Programare liniara

fn aceastd primi parte vom formula ceea ce se cunoaste drept ,pro-
bleme de programare liniard”, denumite si ,probleme de optimizare
liniard”. Cititorul trebuie si stie ca termenul programare nu trebuie
confundat 01;‘ un limbaj de programare: sensul in acest context este
sinonim cu optimizare si, de fapt, programare matematicd este un si-
nonim oarecum invechit al expresiei optimizare matematicd. Intr-o
problemi de programare liniara, functia de cost C este o functie lini-
ard (adicd argumentele sale apar liniar in expresia functiei):

C(Xy, Xyy ooy X, )=C X +C X+ 4 Cp X,
unde c1, €y, ..., Cpy SUnt constante. In plus, restrictiile pe care le impu-
nem sunt, la randul lor, ecuatii si inegalititi liniare. In forma sa ca-

nonici, o problema clasicd de programare liniara cu m variabile si n
restrictii se scrie astfel:

Optimizarea matematica



a maximiza C(x1, X2, ..., Xm)
supus la AX<b
si =0,

unde X este un vector de variabile de determinat X = (x1, X, ..., X)), 4
este o matrice n x m de coeficienti constanti cunoscuti si b = (by, ba, ...,
b,) este un vector de coeficienti cunoscut. Deoarece restrictiile sunt
inegalitati liniare (granitele sunt plane sau hiperplane), ele restricti-
oneaza spatiul initial al solutiilor posibile la o formi geometrica nu-
mita ,politop convex” (vom vorbi despre politopi in capitolul 4).

Aceastd clasa de probleme de optimizare a fost initial formulata si
rezolvata de economistul sovietic Leonid Kantorovich ,§i, in mod inde-
pendent, de contemporanul sdu american T.C. Koopméns. Cativa ani
mai tarziu, Kantorovich si Koopmans aveau sa imparti Premiul Nobel
pentru Economie. In 1946 si 1947, si din nou in mod independent,
George B. Dantzig avea sa dezvolte acest tip de sistem pentru aplica-
rea sa In probleme de planificare militard, iar mai tirziu a descoperit
o metoda eleganta si eficientd pentru a rezolva majoritatea proble-
melor de optimizare liniara, celebra metodd simplex (despre care vom
vorbi, de asemenea, in capitolul 4).

EXEMPLUL1

54 incepem cu un exemplu simplu, academic. S& presupunem c&
avem doud veriabile, x; si xo, care pot lua valori reale non-negative,
si ca dorim s& le maximizam suma Clxy, Xo) = X1 + Xo. Pe Ianga faptul
cé sunt non-negative (x; = G, X = 0), Impunem urmétoarcle restrictii
suplimentare asupra variabilelor:

Taxonomia problemelor de optimizare
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